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VI. Periodikus nemszinuszos áramú hálózatok

Ebben a témakörben olyan hálózatok vizsgálatával foglalkozunk, amelyben ellenállállások, tekercsek, kondenzátorok és olyan generátorok vannak, amelyek árama vagy feszültsége időben periódikusan változik.

A matematikában tanultak szerint egy f (t) függvény periódikus, ha:
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vagyis a függvény időbeli lefolyása T periódusidő elteltével megismétlődik.

1. ábra

A periódikus függvények definíciója alkalmazható villamos mennyiségeket (feszültséget, áramot) leíró függvényekre is. 

Például TV technikában elterjedten használják a következő [image: image39.emf]áramalakot.

2. ábra

Az időben változó villamos feszültséget és áramot jelnek nevezzük.

A periódikus függvények közül a legfontosabb a szinusz függvény, mivel az összes periódikus függvény előállítható szinuszos függvények összegeként.
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3. ábra
Ebben a fejezetben olyan hálózatok vizsgálatát és számítását végezzük, amely hálózatokban a generátorok feszültsége, illetve árama periódikusan változik. Ezekben a hálózatokban lévő minden elemen átfolyó áram, és így a hálózatok minden elemének kapcsain mérhető feszültség periódikusan változik.

Vizsgálatainkat a leggyakrabban használt periódikus jelek időtartománybeli jellemzésével kezdjük.

4.1. Periódikus jelek megadása.
A periódikusan változó villamos jel időbeli változása kétféleképpen adható meg:

a./ grafikusan - rajzban: a jel alakjának lerajzolásával vagy osz-cilloszkópon a jel megjelenítésével

b./ matematikai alakban - egyetlen függvényként (zárt alakban), vagy függvények összegeként (pl. végtelen sorokkal)

Ezt a két megadási módot az időtartománybeli megadásnak, vagy idő-tartománybeli jellemzésnek nevezzük. Periódikus jeleknél mindig elegendő az első periódus leírása, hiszen a periodicitás miatt a soronkövetkező  periódusokban a jel alakja ismétlődik.
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4. ábra
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5. ábra

4.2 A. Fourier elve
A szinuszos áramú hálózatok vizsgálatánál láttuk, hogy azonos frekvenciájú szinuszos jelek összege ugyanolyan frekvenciájú szinuszos jel, mely az összetevőktől csak amplitudóban és kezdőfázisában különbözik. Ha különböző frekvenciájú szinuszos jeleket adunk össze, az összegjel már nem lesz szinuszos.
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A 6.. ábrán két, különböző frekvenciájú feszültséget rajzoltunk.

6. ábra
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Az u2 feszültség frekvenciáját válasszuk meg úgy, hogy az u1 feszültség frekvenciájának kétszerese legyen:

f 2 = 2 f l
Az ul feszültség félperiódusa alatt így a kétszeres frekvenciájú feszült-ségnek egy teljes periódusa zajlik le. Pontonként összegezve a két feszültség görbéjét, az u jelű, nemszinuszos feszültséget kapjuk. Ennek az egyenlete:
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A keletkezett nemszinuszos jelről elmondhatjuk, hogy az periódikus, az ábrából is jól látható, hogy periódus időnként azonos alakú "hullámok" ismétlődnek. Megállapítható továbbá az is, hogy a keletkezett nemszinuszos jel periódusideje a kisebb frekvenciájú jelével azonos.
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Adjuk össze most ugyanezt a két feszültséget, (tehát ne változtassuk se a frekvenciát, se az amplitudót), de az U2(t) feszültségnek legyen a kezdőfázisa: (2 = 900. 
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7. ábra

Az u összegfeszültség ismét nem-szinuszos és mégcsak nem is hasonlít az előző ábra u feszültségéhez. Az eredő nemszinuszos görbe alakja tehát függ az össztevő hullámok csúcsértékétől, frekveneciájától és fázis-helyzetétől. Az eredő görbe ismét periódikus, és a periódusidő megint megegyezik a kisebb frekvenciájú összetevő görbe periódusidejével.

Általános szabályként a következőket szűrhetjük le:

· tetszőleges amplitudójú és fázishelyzetű szinuszos jelek összeg-zésekor az eredő jel T szerint periódikus, ha a különböző jelek frekvenciái 
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egész számú többszörösei. Az olyan jeleket, melyek, frekvenciái f1 egész számú többszörösei, felharmonikusoknak nevezzük.

-
nem harmonikus jelek összegzésekor szabálytalan, nemperiódikus jel keletkezik.

Ezekből az általánosításokból adódik a gondolat, hogy a periódikus, nemszinuszos jeleket úgy képzelhetjük el, mint harmonikus hullámok eredőjét. Ennek fordítottját, a periódikus jelek harmónikus jelekre való bontásának lehetőségét mondja ki Fourier elve:

Minden periódikus, nemszinuszos jel szinuszos jelek összegére bont-ható, melyek frekvenciái egy alkalmasan kiválasztott legkisebb frekven-ciának egész számú többszörösei. A legkisebb frekvencia, mint az eddigi szerkesztések esetén is nyomon követhető, az eredő periódikus jel periódus idejéből számítható, és az ehhez tartozó szinusz jelet alapharmónikusnak nevezzük Az alapharmónikus frekvenciája:
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Az ennél nagyobb rezgésszámú jeleket felharmónikusokak  nevezzük.

Az alapharmónikust általában 1 indexxel látják el, a felharmónikus indexe pedig megmutatja, hogy annak frekvenciája az alapharmónikus frekvenciájának hányszorosa. Pl.: az ötödik harmonikus frekvenciája:
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A nemszinuszos jel ezek szerint egy végtelen sorral is leírható matema-tikai alakban, mely sort Fourier sornak nevezzük.

Az eddigiekben vizsgált görbék esetében csak szinuszos mennyi-ségeket összegeztünk. Minthogy az összeadáskor a pozitív értékű görbe-szakasz alatti területet ugyanannyival növeljük, mint a negatív görbeszakasz alattit, az eredő, nemszinuszos görbe pozitív és negatív görbe alatti területe ugyanakkora marad. Adjunk hozzá az 48. ábrán megszerkesztett jelhez Uo egyenfeszültséget. A görbe az 51. ábrán látható módon u'(t)-be tolódik. A pozitív értékű és negatív értékű görbék alatti terület egy periódus alatt most már nem egyenlő, hanem jelen esetben a pozitív a nagyobb. 

Gondolatmenetünket megfordítva: most már kimondhatjuk, hogy ha egy periódikus, nemszinuszos jelnek a pozitív és negatív területe nem azonos nagyságú akkor a Fourier sornak egyenfeszültségű (vagy egyenáramú) tagja is van.
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8. ábra

Az eddigiekben összefüggéseinket feszültségekre írtuk fel. Magától értetődik, hogy azok ugyanúgy használhatók áramokra is.

Bármely periódikus jel szinuszos összetevői meghatározhatók számí-tással. A Fourier sor tagjai között lesz szinuszos és koszinuszos összetevő is. Vagyis a periódikus jelet a Fourier sorával a következő általános alakban lehet megadni:
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ahol:
U0 jelenti az egyenfeszültségű, vagy az egyenáramú összetevő nagy-ságát
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(1 az alapharmónikus körfrekvenciája 
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k pozitív egész szám

Az összetevőket a következőképpen lehet meghatározni:
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(ezekkel a definiciós integrálokkal kiszámított összetevőkkel felírva a sort, az a keresett periódikus jelhez konvergál.)

Példa:
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Határozzuk meg az ábrázolt periódikus feszültség Fourier sorának azon tagjait, ahol k 
[image: image16.wmf]£

 5! (gyakorlati szempontból elegendő ugyanis a végtelen sor első néhány tagját meghatározni.)
9. ábra

Az ábrázolt jel időfüggvénye:
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A keresett sor általános alakja:
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Határozzuk meg a definíciós integrálok alkalmazásával az egyes össze-tevők csúcsértékeit !
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A koszinuszos összetevők csúcsértékeinek meghatározása:
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az itt kijelölt integrál a parciális integrálás szabályai szerint kiszá-mítva:
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(A kiszámítás során felhasználtuk, hogy 
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  összefüggést.)

Minthogy UAk = 0 minden k-ra, így a jelben koszinuszos összetevők nin-csenek.

A szinuszos összetevők csúcsértékeinek meghatározása:
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ugyancsak parciálisan integrálva:
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A k futóindex helyére rendre k = 1, 2, 3, 4 5 - t helyettesítve:
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A fürészjel időfüggvényét a Fourier sorának első 5 tagjával felírva:

U (t,T ) =15,7-10sin(1t-5sin 2(1t-3,33 sin 3(1t-2,5 sin4(1t-2sin 5(1t+…..

Az előző kifejezésben 
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A következő ábrán látható az összetevők összegzésével fokozatosan formá-lódó jel. Megfigyelhető, hogy minél több összetevőt adunk össze, a jelalak annál pontosabban közelíti meg az eredeti periódikus jelet.
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10. ábra

 A periódikus jelek leírása a frekvencia tartományban
Az előzőekben láttuk, hogy a periódikus jelek időfüggvényeit az analitikus vagy grafikus alakon kívül meg lehet adni egy (matematikai szempontból) végtelen sorral, melyet az illető periódikus jel Fourier sorának neveztünk. Azt is bemutattuk, hogy a sort minden azonos körfrekvenciájú jelet egyetlen szinuszos jellé vonva össze, meg lehet adni tisztán, szinuszos összetevőkkel is, ez esetben a sor a kövektező általános alakba írható:
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Ha ábrázoljuk a periódikus jel ezen komponenseinek az amplitudóit a körfrekvencia függvényében, akkor kapjuk a jel  spektrumát.

Bizonyos feladatokhoz nem elegendő az amplitudó eloszlás ismerete, ekkor a sor kezdő fázis szögeit is megadják a körfrekvencia függvényében. Az előbbi ábrát nevezik amplitudó karakterisztikának, az utóbbi a fázis karakterisztika.

11. ábra

A periódikus jelnek csak diszkrét frekvenciájú komponensei vannak (k csak egész szám lehet!) ( ezért az ábrázolt spektrum vonalas. Az ilyen spektrumot diszkrét spektrumnak nevezzük.
Az eddigiekből azt a fontos megállapítást tehetjük, hogy egy perió-dikus jelet nem csak az idő függvényében, hanem a frekvencia függvényében is megadhatunk. Ha tehát egy periódikus jelnek a spektrumát és az egyes komponensek kezdő fázisait megadjuk, akkor ezzel tulajdon-képpen mindent megadtunk, ami a jellel kapcsolatban információt hordoz, és ezekből az adatokból még a jel időfüggvényét is megszerkeszthetjük.

A periódikus jel spektrumának megadása sok szempontból kedvezőbb, mint a többi megadási módok. A spektrum alapján lehet könnyen eldönteni hogy hány komponens átvitelét kell biztosítani ahhoz, hogy a kimeneten megjelenő jel torzítása kicsi legyen.

Azt a frekvenciatartományt melyen belül lévő komponensek átvitelét kell biztosítani, a jel sávszélességének nevezzük. A tartomány, azaz a sávszélesség nagyságát gyakorlati követelmények határozzák meg.
Gyakorlati tapasztalatok alapján vált elfogadottá a sávszélességnek a következő definiciója: a jel sávszélességén azt a frekvencia (körfrekvencia) tartományt értjük, amelyen belül lévő komponensek amplitudója a spektrumban, még nagyobb, mint a legnagyobb amplitudó (-szorosa. ( egy küszöbérték, melynek nagyságát gyakorlati követelmények szabják meg, vagyis az, hogy az adott műszaki feladat megoldása során mekkora a megengedhető legnagyobb torzítás.

A jel spektrumánaknak ismeretének igen nagy a gyakorlati jelentősége. Segítségével sok elvi és gyakorlati feladat áttekinthetővé válik.
12. ábra

Példa:

Határozzuk meg az ábrázolt négyszögjel spektrumát!

13. ábra

A jel spektrumának meghatározásához először a tisztán szinuszos összetevőkkel felírt Fourier sorra van szükségünk.

Végeredményként az alábbi függvényt kaptuk:

U(t,T) = 12,7sin(1t + 4,25sin 3(1t + 2,12sin5(1t + 1,82sin7(1t 
Ennek alapján
14. ábra

. A periódikus jel legna-gyobb amplitudójú komponensei a kisfrekvenciás komponensek.
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