Mágnesség és induktivitás

Kiegészítő jegyzet a passzív áramköri elemek c. tárgyhoz

Dr. Pődör Bálint

1. Mágnesség: alapfogalmak
1.1. Mágneses indukció (fluxus-sűrűség)

A mágneses tér legfontosabb jellemzője a mágneses indukció. Mágneses térben a mozgó töltésre erő hat (Lorentz erő) melynek nagyság a mágneses indukciótól az alábbiak szerint függ:

	       F = q v x B


A mágneses indukció SI (Système International) mértékegysége a definíciós egyenlet alapján

[B] = [F] / [q] / [v] =
= N / (As) / (m/s) = (VAs/m) / (As) /(m/s) = Vs/m2 = Tesla

A gyakorlatban előforduló mágnesterek nagyságáról az alábbi táblázat tájékoztat. 

	Jelenség
	Mágneses indukció [Vs/m2]

	Föld mágneses tere
	SYMBOL 126 \f "Symbol"6x10-5

	Erősáramú vezeték közelében
	SYMBOL 126 \f "Symbol"10-4

	Légmagos tekercs
	SYMBOL 126 \f "Symbol"10-2

	Forgótekercses műszer
	0,15

	Villamosgép légrése, transzformátor
	SYMBOL 126 \f "Symbol"1

	Mágneses rezonanciás képalkotás, MRI, (gyógyászat)
	SYMBOL 126 \f "Symbol"1,5


A mágneses tér másik jellemzője a mágneses térerősség (ld. lent).

1.2. Mágneses fluxus

A mágneses fluxus (SYMBOL 70 \f "Symbol") a mágneses indukció adott felületre vett integrálja. 

	       SYMBOL 70 \f "Symbol" = SYMBOL 242 \f "Symbol" B dA 

             A


Mértékegysége [SYMBOL 70 \f "Symbol"] = [B] [A] = (Vs/m2) (m2) = Vs = Weber. 

Zárt felületre a mágneses fluxus nulla. 

	      SYMBOL 70 \f "Symbol"z.f. = SYMBOL 242 \f "Symbol" B dA = 0       azaz     div B = 0

        zárt felület  


(A divergencia (div) nem más mint a vektorokra definiált egyik fajta derivált, definíciója:

div B = dBx/dx + dBy/dy + dBz/dz, tehát egy skaláris mennyiség). A fenti egyenlet a 4. Maxwell-egyenlet (James Clark Maxwell, 1831-1879) integrális illetve differenciális alakban. Jelentése az, hogy a mágneses indukcióvonalak (erővonalak) zártak, nem erednek és nem végződnek pontszerű mágneses töltéseken. Mágneses töltések, monopólusok a természetben nem léteznek.

1.3. Mágneses térerősség

A mágneses tér forrása a mozgó töltés, azaz az áram. A mágneses térerősség H, és az áram I, közötti kapcsolat a gerjesztési törvény vagy Ampere-törvény (André-Marie Ampère, 1775-1836), melynek integrális, illetve differenciális alakja

	      SYMBOL 242 \f "Symbol" H dl = I = SYMBOL 242 \f "Symbol"

SYMBOL 242 \f "Symbol" j dA    azaz   rot H = j 

   zárt görbe     A


(A rotáció (rot) a vektorokra definiált másik derivált, ez maga is vektor.) A mágneses térerősség egy zárt görbe mentén vett integrálja egyenlő a görbére kifeszített felületet metsző áramsűrűség felületi integráljával, azaz a görbe által bezárt felületen áthaladó árammal. Az a felismerés , hogy a mágneses teret az áram hozza létre Oersted (Hans Christian Oersted, 1777-1851) nevéhez fűződik.

A mágneses térerősség SI mértékegysége: [H] = [áram] / [hosszúság] = A/m.

A fentiekkel ekvivalens a Biot-Savart törvény (Jean Baptiste Biot, 1774-1862, Felix Savart, 1781-1841) mely közvetlenül megadja egy adott áram által at ér bármely pontjában létrehozott mágneses térerősséget.

1.4. Gerjesztés

A gerjesztés a mágneses teret létrehozó áramok összesége

	       SYMBOL 81 \f "Symbol" = SYMBOL 83 \f "Symbol"(i) Ii 


A gerjesztés mértékegysége amper-menet. A (végtelen) hosszú egyenes vezetőnél szimmetriaokokból a mágneses térerő egy, a vezetőre merőleges síkban a vezető körüli kör mentén tangenciális irányú és állandó: 2SYMBOL 112 \f "Symbol"RH = I és

	      H = I/2SYMBOL 112 \f "Symbol"R
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2. A Maxwell-egyenletek
James Clark Maxwell: A treatise on electricity and magnetism, Oxford, 1973 (Értekezés az elektromosságról és mágnességről). Ez a mű fogalmazza meg és foglalja össze először az elektromosság és mágnesség empírikus törvényeit általánosító és egységes rendszerbe foglaló elméletet és annak alapját képező Maxwell egyenleteket.

A Maxwell-egyenletek teljes rendszere, a mai irásmód (vektoriális) szerint

	          rot H = j + (D/(t               (1)

          rot E = - (B/(t                   (2)

          div D = SYMBOL 114 \f "Symbol"                           (3)

          div B = 0                            (4)

          D = SYMBOL 101 \f "Symbol"E                               (5)
          B = SYMBOL 109 \f "Symbol"H                              (6)

          j = SYMBOL 115 \f "Symbol"E                                (7)


Az értelmezés röviden az alábbi.

 (1) egyenlet: A (vezetési) áram és az ún. eltolási áram, ez utóbbi az elektromos eltolási vektor idő szerint deriváltja, mágneses teret hoz létre. Ez az empirikus Ampere féle törvény általánosítása, Maxwell érdeme a második tagnak az egyenletbe való beillesztése.

 (2) egyenlet: Időben változó mágneses tér elektromos teret hoz létre. Ez az empirikus Faraday-féle indukciós törvény általánosítása). 

 (3) egyenlet: Az elektromos tér forrása az elektromos töltés. Az elektromos erővonalak töltéseken kezdődenk és végződnek.

 (4) egyenlet: Mágneses töltés (monopólus) nem létezik, a mágneses erővonalak önmagukban záródnak.

Az utolsó három egyenlet az ún. anyagi egyenletek. Az anyagok elektromos polarizációját, az anyagok mágnesezését, és az elektromos vezetést (Ohm törvény) írják le.

A Maxwell-egyenletek összefoglalják és egységes rendszerben írják le a makroszkópikus elektrodinamika összes kísérleti tényeit. Maxwell műve egy sorban áll Newton Principia mathematica philosophiae naturalis c. művével és Einstein relativitáselméletet megalapozó tanulmányaival.

3. Egymásnak megfelelő elektromos és mágneses mennyiségek

	Elektromos mennyiségek
	Mágneses mennyiségek

	E   elektromos térerősség
	H   mágneses térerősség

	D   elektromos eltolás
	B   mágneses indukció

	(e  elektromos szuszceptibilitás
	(   mágneses szuszceptibilitás

	(   dielektromos állandó
	(   permeabilitás

	P   elektromos polarizáció
	M   mágnesezettség

	p   elektromos dipólusmomentum
	m   mágneses dipólusmomentum


4. Elektromos és mágneses energiasűrűség (definíció és példa)
Az elektromos és mágneses tér energiasűrűsége, w [J/m3], a térjellemzőkkel adható meg.

	     we = (1/2) E D = (1/2) ( E2 = (1/2() D2
     wm = (1/2) H B = (1/2) ( H2 = (1/2() B2


A második egyenlet megmutatja, hogy pl. egy anyag mágneses hiszterézisgörbéjének területe, melynek dimenziója a B és H tengelyű kordinátarendszerben BH, a térfogategységben egy átmágnesezési ciklusbun elnyelt energiát adja meg. 

Az elveket az alábbi gyakorlati példa illusztrálja.

Határozzuk meg az elektromos és mágneses energiasűrűség gyakorlatilag lehetséges legnagyobb értékét levegőben!

Levegőben Emax = 30 kV/m, tehát a lehetséges elektromos energiassűrűség

We = (1/2)SYMBOL 101 \f "Symbol"oEmax2 = 0,5 x 8,854x10-12 x (3x106)2 = 40 J/m3 

Szigetelőkben ez az érték nagyobb, pl. porcellánban, (SYMBOL 101 \f "Symbol"r = 5,5 és Emax = 350 kV/cm), 30x103 J/m3.

Vasmag légrésében könnyen elérhető Bmax = 1 Tesla, tehát a műszakilag megvalósítható legnagyobb mágneses energiasűrűség

Wm = Bmax2/(2SYMBOL 109 \f "Symbol"o) = 1 / (2 x 4SYMBOL 112 \f "Symbol"x10-7) = 400 x 103 J/m3   

A technikailag realizálható mágneses energiasűrűség egy- négy nagyságrenddel nagyobb mint az elektromos! Ez a magyarázata, hogy az energia-átalakító berendezések (villamosgépek, elektromechanikus műszerek, stb.) szinte kizárólag mágneses hatásúak. Ugynakkora teljesítmény vagy energia mellett az elektromos hatású berendezés lineáris méretei egy nagyságrenddel nagyobbak lennének!

5. Induktivitás (tekercs) 

”Egyszerű” fizika: Ampere, Biot-Savart, Lenz és Faraday törvényei.

Változó áram változó mágneses teret, változó mágneses tér változó áramot (feszültséget) generál.

	     Alapösszefüggések (lineáris elem):       U = L(dI/dt) = L(d2Q/dt2)

                           (Ez lényegében a Farady-féle indukciós törvény)

     Ideális szolenoid:                                   L = μN2S/l

             (S - keresztmetszet, l - tekercs hossza)

     Impedancia:                                           Z = jωL = jXL       

     Induktív reaktancia:                              XL = ωL

     Energiát tárol (!):                                  E = (1/2)LI2


Reális alkatrész: parazita csatolás (”antenna” hatás) a hurkok, huzalok, stb. között. Szórt mágneses tér.

6. Induktivítások számítása (képletgyüjtemény)
	Geometriai elrendezés
	Induktivitás L [Henry]

	Párhuzamos kettősvezeték, ro - átmérő, d - távolság, l - hossz
	(SYMBOL 109 \f "Symbol"l/SYMBOL 112 \f "Symbol") ln(d/ro)

(d >> ro)

	Koaxiális kábel, l - hossz, rb, rk - belső, külső sugár
	(SYMBOL 109 \f "Symbol"l/2SYMBOL 112 \f "Symbol") ln(rk/rb)

	Toroid tekercs, Rk - közép sugár, S - mag keresztmetszet
	SYMBOL 109 \f "Symbol"N2S/(2SYMBOL 112 \f "Symbol"Rk)

(közelítő képlet)


Körkeresztmetszetű toroid tekercs (körgyűrű), 
R - közép sugár, ro - keresztmetszet sugara


SYMBOL 109 \f "Symbol"N2[R - (R2 - ro2)1/2]

	 ("exakt" képlet), ha R>>ro
SYMBOL 109 \f "Symbol"N2ro2/(2R) (közelítés)
	


Négyszög keresztmetszetű toroid tekercs, Rb, Rk - belső, külső sugár, a - tekercstest magassága

	
	(SYMBOL 109 \f "Symbol"N2a/2SYMBOL 112 \f "Symbol") ln(Rk/Rb) ("exakt"), ha Rk SYMBOL 187 \f "Symbol" Rb keresztmetszettel és közepes sugárral lehet számolni

	Szolenoid (henger alakú tekercs), r - sugár, L - hossz, K - korrekciós tényező*
	(SYMBOL 109 \f "Symbol"N2SYMBOL 112 \f "Symbol"r2/L)K


* Ha L >> r akkor K =1, egyébként K < 1, egy- illetve többrétegű tekercsre a Nagaoka-féle közelítő képletek alkalmazhatók (ld. Baumann-Szentiday jegyzet függelékét).

7. Tekerccsek (induktivítások) soros és párhuzamos kapcsolása
Tekercsek esetén az eredő induktivitás nemcak az egyes tekercsek induktiviásától, hanem a kölcsönös induktivitásoktól is függ.

Soros kapcsolás

 



Ls = L1 + L2 SYMBOL 177 \f "Symbol" 2M

Párhuzamos kapcsolás

 



         L1L2 - M2
 


        Lp = SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"

SYMBOL 190 \f "Symbol"
 


                 L1 + L2 SYMBOL 177 \f "Symbol" 2M 

Itt M a két tekercs kölcsönös induktivítása, M =L12 = L21.

Pl. két azonos tekercs soros kapcsolása, L1 = L2 = L, és mivel 
M = k(L1L2)1/2 = k(L2)1/2 = kL (k a csatolási tényező),




Ls = L + L SYMBOL 177 \f "Symbol" 2kL = 2L(1 SYMBOL 177 \f "Symbol" k)

Az eredő induktivitás értéke a k csatolási tényezőtől és a tekercsek irányától függően 0 és 4L közé esik.

8. Példák induktivitások és tekercsek számítására
8.1. Egyazon huzalból készített induktivitások

Egy vékony huzalból melynek hossza L, sugara r, mekkora induktivitás készíthető? Legyen L = 50 m és r = 1 mm.

A. Egy huzal induktivitása közelítőleg LA = (SYMBOL 109 \f "Symbol"o/2SYMBOL 112 \f "Symbol") L ln(L/r).

LA = (4SYMBOL 112 \f "Symbol"x10-7 / 2SYMBOL 112 \f "Symbol") x 50 x ln(50/0,001) = 1,08x10-4 H= 108 SYMBOL 109 \f "Symbol"H

B. Ha hurkot formálunk, annak sugara R = L/(2SYMBOL 112 \f "Symbol") = 7,96 m.

A hurok induktivitása 


LB = SYMBOL 109 \f "Symbol"oR [ln(8R/r) - 7/4] = 9,31x10-5 H = 93 SYMBOL 109 \f "Symbol"H

ami gyakorlatilag nem különbözik az előző eredménytől.

C. Hasonló a helyzet ha kettősvezetéket alakítunk ki, ahol a vezetékek közötti távolság d, a hossz pedig L/2. 
Ha pl. d = 20 cm, akkor LC = 53 SYMBOL 109 \f "Symbol"H.

D. Tekercseljük fel a huzalt egy D átmérőjű hengerre!

Ha pl. D = 6 cm, a menetszám N = L/(SYMBOL 112 \f "Symbol"D) = 265. A tekercs hossza h = N(2r + SYMBOL 100 \f "Symbol"), ahol SYMBOL 100 \f "Symbol" a menetek közötti térköz. 
Ha pl. SYMBOL 100 \f "Symbol" = 1 mm, akkor h = 265 x (2 x 0,1 + 0,1) = 79,5 cm. 

A szolenoid egyszerű képletével számolva LD = 314 SYMBOL 109 \f "Symbol"H.

8.2. Toroid tekercs induktivitása
Egy téglalap keresztmetszetű toroid tekercs menetszáma N = 700, a tekercs belső és külső sugara 1 illetve 2 cm, magassága 1,5 cm.

A pontosabb képlettel L = (1/2SYMBOL 112 \f "Symbol") x 4SYMBOL 112 \f "Symbol" x10-7 x 7002 x 0,015 x ln(2/1) = 1,02 mH

Közelítéssel, Rk = (1 + 2)/2 = 1,5 cm, S = 1,5 x (2-1) = 3 cm2, és L = 0,98 mH.

8.3. "Rövid" tekercs induktivitása

Határozzuk meg egy r = 3 cm sugarú és L = 10 cm hosszú N = 150 menetes tekercs induktívitását. A szükséges képlet





L = LoK = (SYMBOL 109 \f "Symbol"oN2SYMBOL 112 \f "Symbol"r2/L)K

A megadott értékekkel Lo = 799,5 SYMBOL 109 \f "Symbol"H, míg a K korrekciós tényező (az alábbi képletben ki van javítva a Baumann-Szentiday-féle könyvbeli sajtóhiba)

K = 1/(1 + 0,45 x (2r/L) - 0,005 x (2r/L)2) = 1/1,267 = 0,789

tehát

L = 799,5 x 0,789 = 631 SYMBOL 109 \f "Symbol"H

